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DÃY SỐ

1 Định nghĩa

Một ánh xạ f : N−→ R là một dãy số thực.

n −→ xn = f (n)

Dãy số: x1,x2, ...,xn

2 Giới hạn dãy số

2.1 Định nghĩa

• lim
n→∞

un = a,a ∈ R⇔ ∀ε > 0, ∃N(ε),∀n ∈ N,n > N(ε) : |un −a|< ε

• lim
n→∞

un =±∞ ⇔ ∀M > 0, ∃N,∀n ∈ N,n > N: |un|> M

2.2 Các tiêu chuẩn tồn tại giới hạn hữu hạn

• Tiêu chuẩn đơn điệu bị chặn: Nếu một dãy số tăng, bị chặn trên hoặc giảm, bị chặn dưới thì dãy số

đó có giới hạn hữu hạn.

• Tiêu chuẩn kẹp: Cho ba dãy (xn),(yn),(zn) thỏa mãn xn ≤ yn ≤ zn ∀n ≥ a,a ∈ N∗ và

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = L. Khi đó lim
n→∞

yn = L.

• Tiêu chuẩn Cauchy: Điều kiện cần và đủ để dãy số (un) có giới hạn hữu hạn là:

∀ε > 0,∃N(ε);∀m,n ∈ N;m,n > N(ε) : |um −un|< ε

Ví dụ 1. Xét sự hội tụ và tìm giới hạn (nếu có) của các dãy với số hạng tổng quát như sau:

xn = n−
√

n2 −na) xn =
sin2 n− cos3 n

n
b)

xn =
1
2

(
xn−1 +

1
xn−1

)
, x0 > 0c)

Lời giải

1. xn = n−
√

n2 −n

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

(
n−
√

n2 −n
)
= lim

n→+∞

n

n+
√

n2 −n
= lim

n→+∞

1

1+

√
1− 1

n

=
1
2

Vậy xn hội tụ và có giới hạn lim
n→+∞

xn =
1
2

2. xn =
sin2 n− cos3 n

n
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Ta thấy: Do 0 ≤ sin2 n ≤ 1,−1 ≤ cos3 n ≤ 1 ⇒−1 ≤ sin2 n− cos3 n ≤ 2

⇒ −1
n

≤ xn ≤
2
n

Lại có:


lim

n→+∞

−1
n

= 0

lim
n→+∞

2
n
= 0

⇒ lim
n→+∞

xn = 0 theo tiêu chuẩn kẹp.

Vậy xn hội tụ và có giới hạn lim
n→+∞

xn = 0

3. xn =
1
2

(
xn−1 +

1
xn−1

)
, x0 > 0

[Phân tích]
Ta sẽ chứng minh dãy hội tụ bằng tiêu chuẩn đơn điệu và bị chặn trên hoặc dưới.

Đầu tiên kiểm tra: xn − xn−1 =
1− x2

n−1

2xn−1
Bây giờ để biết dãy tăng hay giảm chỉ cần kiểm tra xem dấu của 1− x2

n−1

Dễ thấy x0 > 0 ⇒ x1 =
1
2

(
x0 +

1
x0

)
≥ 1

2
.2
√

x0.
1
x0

= 1 theo BĐT Cauchy.

Tương tự ta thấy x2,x3, ...≥ 1. Dự đoán 1− x2
n−1 ≤ 0,∀n ≥ 2.

Vậy ta sẽ chứng minh dãy giảm, và để chứng minh xn−1 ≥ 1 ta sẽ dùng quy nạp.

[Giải]

• Dễ thấy xn > 0,∀n ∈ N

• Chứng minh: xn ≥ 1 ∀n > 0 (1)

– Ta thấy (1) đúng với n = 1 do x1 =
1
2

(
x0 +

1
x0

)
≥ 1

2
.2
√

x0.
1
x0

= 1 theo BĐT Cauchy

– Giả sử (1) đúng với n = k ⇒ xk ≥ 1

– Ta sẽ chứng minh (1) đúng với n = k+1

Thật vậy: xk+1 =
1
2

(
xk +

1
xk

)
≥ 1

2
.2

√
xk.

1
xk

= 1 theo BĐT Cauchy.

Vậy (1) đúng theo giả thiết quy nạp.

• Ta có: xn − xn−1 =
1− x2

n−1

2xn−1
≤ 0 ∀n > 0 (do xn ≥ 1,∀n > 0 )

Vậy dãy xn là dãy giảm và bị chặn dưới do xn > 0,∀n ∈ N
Do đó xn hội tụ. Gọi lim

n→+∞
xn = a

Ta có: lim
n→+∞

xn =
1
2

(
lim

n→+∞
xn−1 +

1
lim

n→+∞
xn−1

)

⇒ a =
1
2

(
a+

1
a

)
⇒ a =±1 ⇒ a = 1 (do xn ≥ 1,∀n > 0 )

Vậy lim
n→+∞

xn = 1.
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HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ

1 Một số khái niệm cơ bản về hàm số

• Hàm số f với tập xác định D được gọi là hàm số chẵn nếu ∀x ∈ D thì −x ∈ D và f (x) = f (−x).

• Hàm số f với tập xác định D được gọi là hàm số lẻ nếu ∀x ∈ D thì −x ∈ D và f (x) =− f (−x).

• Hàm số f với tập xác định D được gọi là hàm số tuần hoàn ⇔ ∃T > 0,∀x ∈ D : x+ T ∈ D và

f (x+T ) = f (x)

• Hàm hợp: y = f (x),x = g(t) có hàm hợp y = f ◦g := f (g(t)).

• Hàm ngược: y = f (x) có TXĐ X , TGT Y có hàm ngược x = g(y) ⇔ ( f ◦ g)(y) = y,∀y ∈ Y và

(g◦ f )(x) = x,∀x ∈ X . Hàm số ngược của y = f (x) được kí hiệu là y = f−1(x),x ∈ Y .

Ví dụ 1. Xét tính chẵn lẻ của hàm số f (x) = x2 + cos3x+ x4

Lời giải

+) Tập xác định của hàm số: D = R.

+) ∀x ∈ D⇒ -x ∈ D

+) Ta có: f (x) = x2 + cos3x+ x4

f (−x) = (−x)2 + cos−3x+(−x)4 = x2 + cos3x+ x4

⇒ f (x) = f (−x)∀x ∈ D

Vậy hàm số đã cho là hàm số chẵn.

Ví dụ 2. Xét tính tuần hoàn và tìm chu kỳ của các hàm số sau (nếu có):

f (x) = sinx+
1
2

sin2x+
1
3

sin3xa) f (x) = sinx2b)

Lời giải

a) f (x) = sinx+
1
2

sin2x+
1
3

sin3x

[Phân tích]
+) y = sinx tuần hoàn với chu kỳ T1 = 2π

+) y = sin2x tuần hoàn với chu kỳ T1 = π

+) y = sin3x tuần hoàn với chu kỳ T1 =
2π

3
Nên ta dễ dàng thấy f (x) tuần hoàn với chu kỳ T = 2π

[Giải]
Dễ thấy:

sinx+
1
2

sin2x+
1
3

sin3x = sin(x+2π)+
1
2

sin2(x+2π)+
1
3

sin3(x+2π)

∀x ∈ R
Ta sẽ chứng minh T = 2π là chu kỳ cơ sở của f (x)

Giả sử tồn tại T1 sao cho 0 < T1 < T và:

Not how long, but how well you have lived is the main thing 1
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sinx+
1
2

sin2x+
1
3

sin3x = sin(x+T1)+
1
2

sin2(x+T1)+
1
3

sin3(x+T1)

∀x ∈ R (1)

Tại (1) cho x = 0 ta có: sinT1 +
1
2

sin2T1 +
1
3

sin3T1 = 0 (2)

Tại (1) cho x = π ta có: −sinT1 +
1
2

sin2T1 −
1
3

sin3T1 = 0 (3)

Từ(2)(3)⇒ sinT1 +
1
3

sin3T1 = 0

⇒ sinT1 +
1
3

(
3sinT1 −4sin3 T1

)
= 0

⇒ sinT1

(
2− 4

3
sin2 T1

)
= 0 ⇒ sinT1 = 0 ⇒ T1 = π

Thử lại với T1 = π thì tại x0 =
π

2
:

sinx0 +
1
2

sin2x0 +
1
3

sin3x0 ̸= sin(x0 +π)+
1
2

sin2(x0 +π)+
1
3

sin3(x0 +π)

Vậy không tồn tại T1

Do đó hàm số f (x) tuần hoàn với chu kỳ cơ sở T = 2π

b) f (x) = sinx2

[Phân tích]
Một hàm số tuần hoàn thì đạo hàm của nó cũng sẽ tuần hoàn

Ta dễ thấy f ′(x) = 2xcosx2 không tuần hoàn nên ta sẽ chứng minh hàm số f (x) không tuần hoàn

Để chứng minh hàm số không tuần hoàn cách đơn giản nhất là dùng phản chứng

[Giải]
Giả sử hàm số f (x) tuần hoàn với chu kỳ T > 0:

⇒ sinx2 = sin(x+T )2 ∀x ∈ R (1) +) Tại (1) cho x = 0 ta được: sinT 2 = 0 ⇒ T 2 = kπ ⇒ T =√
kπ (k ∈ N∗)

+) Tại (1) cho x =
√

π ta được: sin(
√

π +T )2 = 0 ⇒ (
√

π +T )2 = lπ (l ∈ N∗)

⇒ (
√

π +
√

kπ)2 = lπ ⇒ k là số chính phương do l ∈ N∗

Đặt k = h2,(h ∈ N∗)⇒ T = h
√

π

+) Tại (1) cho x =

√
π

2
ta được: sin

(√
π

2
+T

)2
= 1

⇒
(√

π

2
+T

)2
=

π

2
+2mπ (m ∈ N∗)

⇒
(√

π

2
+h

√
π

)2
=

π

2
+2mπ

⇒ π

2
+

2hπ√
2
+h2

π =
π

2
+2mπ

⇒ 2m = h2 +
√

2h
(
vô lý do m ∈ N∗)

Vậy hàm số f (x) không tuần hoàn.

2 Các hàm số sơ cấp cơ bản

• xα , TXĐ: phụ thuộc vào α .

• ax,0 < a ̸= 1, TXĐ: R, TGT: (0;+∞).

Not how long, but how well you have lived is the main thing 2
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• loga x,0 < a ̸= 1, TXĐ: (0;+∞), TGT: R

• Các hàm lượng giác: sinx,cosx, tanx,cotx

• Các hàm lượng giác ngược:

y = arcsinx y = arccosx y = arctanx y = arccot x

TXĐ [−1;1] [−1;1] (−∞;∞) (−∞;∞)

TGT
[
−π

2
;
π

2

]
[0;π]

(
−π

2
;
π

2

)
(0;π)

• Các hàm hyperbolic:

sinhx =
ex − e−x

2
; coshx =

ex + e−x

2
;

tanhx =
sinhx
coshx

=
ex − e−x

ex + e−x ; cothx =
coshx
sinhx

=
ex + e−x

ex − e−x

Ví dụ 3. Tìm tập giá trị của hàm số y = arccot
√

3− x4

Lời giải

+) ĐKXĐ: 3− x4 ≥ 0 ⇒− 4
√

3 ≤ x ≤ 4
√

3 ⇒ D =
[
− 4
√

3; 4
√

3
]
.

+) Ta có: − 4
√

3 ≤ x ≤ 4
√

3 ⇒ 0 ≤ x4 ≤ 3 ⇒ 0 ≤
√

3− x4 ≤
√

3

Vì hàm arccotx là hàm nghịch biến trên R nên arccot
√

3 ≤ y ≤ arccot0 ⇒ π

6
≤ y ≤ π

2

Vậy tập giá trị của hàm số là
[

π

6
;
π

2

]
Ví dụ 4. Tìm tập xác định của hàm số: y =

√
2x−1+4arcsin

3x−1
4

Lời giải

ĐKXĐ:


2x -1 ≥ 0

-1 ≤ 3x−1
4

≤ 1
⇒


x ≥ 1

2

-1 ≤ x ≤ 5
3

⇒ D =

[
1
2

;
5
3

]
Vậy tập xác định của hàm số là D =

[
1
2

;
5
3

]
.

Ví dụ 5. Tìm hàm ngược của hàm số y = sinh2x.

Lời giải

+) Tập xác định: D = R
+) Xét phương trình: y = sinh2x

⇔ y =
e2x − e−2x

2
⇔ 2y = e2x − e−2x

Not how long, but how well you have lived is the main thing 3
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⇔ 2y.e2x = (e2x)2 −1

⇔ (e2x)2 −2y.e2x + y2 − y2 −1 = 0

⇔ (e2x − y)2 = y2 +1

⇔ e2x = y+
√

y2 +1(thỏa mãn) hoặc e2x = y−
√

y2 +1 (loại vì e2x > 0)

⇔ x =
1
2

ln
(

y+
√

y2 +1
)

Vậy hàm ngược của hàm số y = sinh2x là hàm f (x) =
1
2

ln
(

x+
√

x2 +1
)

3 Hàm số sơ cấp

Các hàm số sơ cấp cơ bản được tạo bởi số hữu hạn các phép toán tổng, hiệu, tích, thương, phép lấy

hợp và các hằng số.

Not how long, but how well you have lived is the main thing 4
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GIỚI HẠN HÀM SỐ

1 Định nghĩa

1.1 Giới hạn hàm số

Hàm f (x) xác định trên (a,b) được gọi là có giới hạn A khi x → x0 ∈ [a,b] nếu

∀ε > 0,∃δ > 0 : 0 < |x− x0|< δ ⇒ | f (x)−A|< ε

1.2 Giới hạn trái, giới hạn phải

- Giới hạn trái: Kí hiệu x → x−0 là x dần tới x0 nhưng luôn nhỏ hơn x0. Ta nói A là giới hạn trái tại x0 nếu

lim
x→x−0

f (x) = A.

- Giới hạn phải: Kí hiệu x → x+0 là x dần tới x0 nhưng luôn lớn hơn x0. Ta nói A là giới hạn phải tại x0

nếu lim
x→x+0

f (x) = A.

- Điều kiện tồn tại giới hạn: Một hàm số tồn tại giới hạn, khi giới hạn trái và giới hạn phải của chúng

tồn tại và bằng nhau.

∃ lim
x→x0

f (x) = A ⇔ lim
x→x+0

f (x) = lim
x→x−0

f (x) = A

Ví dụ 1. Xét hàm f (x) =


x+1 (x ≥ 0)

−x2 (x < 0)

Ta có lim
x→0+

f (x) = lim
x→0

(x+1) = 1, lim
x→0−

f (x) = lim
x→0

(−x2) = 0

Do đó lim
x→0+

f (x) ̸= lim
x→0−

f (x) nên không tồn tại giới hạn của f (x) tại x = 0

2 Các tính chất của giới hạn

- Giả sử lim
x→x0

f (x) = a, lim
x→x0

g(x) = b, ở đó a,b là các số thực hữu hạn. Khi đó :

• Tổng:

lim
x→x0

[ f (x)+g(x)] = a+b

• Hiệu:

lim
x→x0

[ f (x)−g(x)] = a−b

• Tích :

lim
x→x0

[ f (x)g(x)] = ab

Not how long, but how well you have lived is the main thing 1
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• Thương:

lim
x→x0

f (x)
g(x)

=
a
b
, nếu b ̸= 0

Chú ý 1. Nếu các giới hạn ở dạng vô định, những phép toán trên sẽ không thực hiện được. Các dạng vô

định bao gồm:

∞−∞,0×∞,
∞

∞
,
0
0
,1∞,00,∞0

[Một số cách khử dạng vô định]

• Sử dụng các phép biến đổi đại số (Nhân liên hợp, phân tích thành nhân tử,...)

• Sử dụng các giới hạn đặc biệt:

lim
x→0

sinx
x

= 1a) lim
x→0

arcsinx
x

= 1b) lim
x→0

tanx
x

= 1c)

lim
x→0

arctanx
x

= 1d) lim
x→0

ex −1
x

= 1e) lim
x→0

ln(1+ x)
x

= 1f)

lim
x→0

(1+ x)
1
x = eg) lim

x→0

(1+ x)α −1
x

= α,

(α ∈ R)
h)

• Thay thế VCB, VCL tương đương; ngắt bỏ VCB bậc cao, VCL bậc thấp.

• Dùng quy tắc L’Hospital

• Sử dụng khai triển Taylor, Maclaurin để tính giới hạn

Trong tài liệu này sẽ tập trung trình bày 3 phương pháp đầu, 2 mục còn lại sẽ trình bày chi tiết trong các

tài liệu sau.

Ví dụ 2. Tính lim
x→0

arctan2x+3sinx
x

(
0
0

)
Lời giải

Ta có: lim
x→0

arctan2x
x

= lim
x→0

2arctan2x
2x

= 2.

lim
x→0

sinx
x

= 1

→lim
x→0

arctan2x+3sinx
x

= lim
x→0

arctan2x
x

+ lim
x→0

3sinx
x

= 2+3 = 5

Ví dụ 3. Tính giới hạn của các hàm số sau, áp dụng phương pháp phân tích thành nhân tử:

lim
x→1

x100 −2x+1
x50 −2x+1

a) lim
x→a

(xn −an)−nan−1(x−a)
(x−a)2b)

Lời giải

Ta áp dụng phương pháp phân tích thành nhân tử :

Câu a:

T S = x100 − ...− x2 + x2 −2x+1 = (x−1)
(
x99 + x98 + x97 + ...+ x2)+(x−1)2

Not how long, but how well you have lived is the main thing 2
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= (x−1)
(
x99 + x98 + ...+ x2 + x−1)

Tương tự ta có: MS = (x−1)
(
x49 + x48 + . . .+ x2 + x−1

)
Do đó T S/MS khi x → 1 có giá trị là 98/48 = 49/24

Câu b : Khái quát hơn câu a

TS = (x−a)
(
xn−1 + xn−2a+ . . .+an−2 · x+an−1)−nan−1(x−a)

MS = (x−a)2

⇒ TS/MS khi x → 1 có giá trị là
(n−1)n

2
·an−2

Ví dụ 4. Áp dụng phương pháp nhân liên hợp, tính giới hạn

lim
x→+∞

(
3
√

x3 + x2 −1− x
)

Lời giải

Đây là dạng ∞−∞. Ta sử dụng phương pháp nhân liên hợp, sẽ có :

(
3
√

x3 + x2 −1− x
)
=

x3 + x2 −1− x3

3
√
(x3 + x2 −1)2

+ x 3
√

x3 + x2 −1+ x2

Nên ta có :

lim
x→+∞

(
3
√

x3 + x2 −1− x
)
= lim

x→∞

x2 −1
3
√
(x3 + x2 −1)2

+ x 3
√

x3 + x2 −1+ x2
=

1
3

- Nguyên lý kẹp: Nếu f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) trong một lân cận nào đó của a và tồn tại các giới hạn

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

h(x) = L. Khi đó tồn tại lim
x→a

g(x), và

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L

3 Giới hạn của hàm hợp

Nếu có lim
x→x0

u(x) = uo, lim
u→uo

f (u) = f (uo) và có hàm hợp f (u(x)) thì:

lim
x→x0

f (u(x)) = f (u0)

Áp dụng:
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lim
x→x0

A(x)B(x) = e
lim

x→x0
B(x) lnA(x)

4 Vô cùng bé, vô cùng lớn

4.1 Định nghĩa

- Hàm f (x) được gọi là vô cùng bé (VCB) khi x → a ( a hữu hạn hoặc vô cùng) nếu lim
x→a

f (x) = 0.

- Hàm f (x) được gọi là vô cùng lớn (VCL) khi x → a (a hữu hạn hoặc vô cùng) nếu lim
x→a

| f (x)|=+∞.

Chú ý 2. Khi nói một hàm số là VCB hoặc VCL, cần nói rõ x dần tới đâu.

4.2 So sánh các VCB, VCL

4.2.1. So sánh các VCB
Cho 2 vô cùng bé f (x),g(x) khi x → x0. Xét giới hạn lim

x→x0

f (x)
g(x)

= L:

• Nếu L = 0, ta nói f (x) là VCB bậc cao hơn g(x) khi x → x0. Kí hiệu: f (x) = o(g(x))(x → x0)

• Nếu L = k,k ̸= 0, ta nói f (x) và g(x) là 2 VCB cùng bậc khi x → x0.

Đặc biệt, k = 1, ta nói f (x) và g(x) là 2 VCB tương đương khi x → x0.

Kí hiệu: f (x)∼ g(x)(x → x0)

• Nếu L = ∞, ta nói f (x) là VCB bậc thấp hơn g(x) khi x → x0.

- Một số VCB tương đương hay dùng khi x → 0

x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctanx ∼ ex −1 ∼ ax −1
lna

∼ ln(1+ x)

(1+ x)a −1 ∼ ax

Đặc biệt,
m
√

1+αx−1 ∼ αx
m

1− cosx ∼ x2

2

Ví dụ 5. Khi x → 0, ta có x2 + x là một VCB tương đương với x. Ta có x2 + x ∼ x khi x → 0

Ví dụ 6. So sánh các cặp vô cùng bé sau :

a) a(x) = x+ x2 và b(x) = ln(1+ x) khi x → 0

b) a(x) = tanx− sinx và b(x) =
1
3

arctan(x2) khi x → 0

Lời giải
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a) Khi x → 0:

a(x) = x+ x2 ∼ x

b(x) = ln(1+ x)∼ x

Do đó a(x), b(x) là hai VCB cùng bậc

b) Khi x → 0:

a(x) = tanx− sinx = tanx(1− cosx)∼ x.
1
2

x2 =
1
2

x3

b(x) =
1
3

arctan(x2)∼ 1
3

x2

→ lim
x→0

tanx− sinx
1
3 arctan(x2)

= lim
x→0

1
2x3

1
3x2

= 0

Do đó a(x) là VCB bậc cao hơn b(x).

4.2.2. So sánh các VCL
Cho 2 vô cùng lớn f (x),g(x) khi x → x0. Xét giới hạn lim

x→x0

f (x)
g(x)

= L:

• Nếu L = 0, ta nói f (x) là VCL bậc thấp hơn g(x) khi x → x0.

• Nếu L = k,k ̸= 0, ta nói f (x) và g(x) là 2 VCL cùng bậc khi x → x0.

Đặc biệt, k = 1, ta nói f (x) và g(x) là 2 VCL tương đương khi x → x0.

Kí hiệu: f (x)∼ g(x)(x → x0)

• Nếu L = ∞, ta nói f (x) là VCL bậc cao hơn g(x) khi x → x0.

Ví dụ 7. Khi x →+∞, ta có x2 + x là một VCL tương đương với x2.

4.3 Quy tắc thay VCB,VCL tương đương

Nếu α1(x)∼ α2(x),β1(x)∼ β2(x) khi x → a thì:

lim
x→a

α1(x)
β1(x)

= lim
x→a

α2(x)
β2(x)

, lim
x→a

α1(x)γ(x) = lim
x→a

α2(x)γ(x).

Ví dụ 8. Tính lim
x→0

sin(2x)
arctan(3x)

.

Lời giải

Khi x → 0, sin(2x)∼ 2x, arctan(3x)∼ 3x ⇒lim
x→0

sin(2x)
arctan(3x)

= lim
x→0

2x
3x

=
2
3

Ví dụ 9. Áp dụng VCL VCB để giải bài tập tính giới hạn:

lim
x→0

m
√

1+αx− k
√

1+βx
x

(
0
0

)
a) lim

x→0

n
√

1+αx · n
√

1+βx−1
x

(
0
0

)
b)

Lời giải
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a) Ta có :
m
√

1+αx− n
√

1+βx
x

=
m
√

1+αx−1
x

−
n
√

1+βx−1
x

Mà cũng có các VCB tương đương khi x → 0:

m
√

1+αx−1 ∼ α

m
x, n
√

1+βx−1 ∼ β

n
x

Do đó nên suy ra được giới hạn cần tìm là :

lim
x→0

m
√

1+αx− n
√

1+βx
x

=
α

m
− β

n

b) Ta có:

lim
x→0

m
√

1+αx · n
√

1+βx−1
x

= lim
x→0

(
m
√

1+αx ·
n
√

1+βx−1
x

+
m
√

1+αx−1
x

)
=

α

m
+

β

n

Chú ý 3. Không được thay thế tương đương trong tổng hoặc hiệu.

4.4 Quy tắc ngắt bỏ VCB bậc cao, VCL bậc thấp

Quy tắc ngắt bỏ VCB bậc cao Nếu α1(x) = o(α2(x)),β1(x) = o(β2(x)) khi x → a thì:

α1(x)+α2(x)∼ α2(x) và lim
x→a

α1(x)+α2(x)
β1(x)+β2(x)

= lim
x→a

α2(x)
β2(x)

.

Quy tắc ngắt bỏ VCL bậc thấp Nếu α1(x) là VCL bậc cao hơn α2(x) và β1(x) là VCL bậc cao hơn

β2(x) khi x → a thì:

α1(x)+α2(x)∼ α1(x) và lim
x→a

α1(x)+α2(x)
β1(x)+β2(x)

= lim
x→a

α1(x)
β1(x)

Ví dụ 10. Tính lim
x→0

ln(1+ sin(2x))+ x3

arctan(3x)+ x4 .

Lời giải

Khi x → 0

ln(1+ sin(2x))∼ sin(2x)∼ 2x, ln(1+ sin(2x))+ x3 ∼ 2x

arctan(3x)∼ 3x, arctan(3x)+ x4 ∼ 3x

⇒lim
x→0

ln(1+ sin(2x))+ x3

arctan(3x)+ x4 = lim
x→0

2x
3x

=
2
3
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HÀM SỐ LIÊN TỤC

1 Định nghĩa

▶ Cho hàm số f (x) xác định trong (a;b), nói rằng f (x) liên tục tại x0 ∈ (a;b) nếu lim
x→x0

f (x) = f (x0)

∗ Lưu ý: điểm x0 nhất thiết phải thuộc miền xác định của f (x)

▶ Như vậy f (x) xác định liên tục trong khoảng (a;b) nếu f (x) liên tục tại mọi điểm x ∈ (a;b)

2 Định lý

Cho f (x),g(x) là hai hàm số liên tục trong khoảng (a;b), khi đó:

• f (x)+g(x) liên tục trong khoảng (a;b)

• f (x).g(x) liên tục trong khoảng (a;b)

Đặc biệt : C f (x) (C là hằng số) liên tục trong khoảng (a;b)

•
f (x)
g(x)

liên tục trong khoảng (a;b) trừ ra những điểm x làm g(x) = 0

Chú ý 1. Mọi hàm số sơ cấp liên tục trên các khoảng mà hàm số đó xác định. Như vậy: Các đa thức là

các hàm số liên tục; phân thức hữu tỉ là các hàm số liên tục trừ các điểm làm cho đa thức mẫu số bằng 0;

các hàm lượng giác liên tục trong miền xác định của nó.

Ví dụ 1. Xác định giá trị của a để hàm số sau liên tục tại x = 0:

f (x) =


1− cosx

x2 , nếu x ̸= 0

a, nếu x = 0

Lời giải

Ta có: lim
x→0

1− cosx
x2 = lim

x→0

2sin2 x
2

x2 = lim
x→0

2.
(x

2

)2

x2 =
1
2

.

Hàm số đã cho liên tục tại x = 0 khi và chỉ khi lim
x→0

1− cosx
x2 = a.

Điều này tương đương với a =
1
2
.

Vậy a =
1
2

là giá trị cần tìm.

3 Tính chất của hàm liên tục

Định lí 3.1 Nếu hàm u = ϕ(x) liên tục tại x0 , hàm y = f (u) liên tục tại u0 = ϕ(x0) thì hàm hợp

y = ( f ◦u)(x) = f [ϕ(x)] liên tục tại x0.

Định lí 3.2 Nếu hàm f (x) liên tục trên [a;b] thì nó bị chặn trên đoạn đó, đạt giá trị lớn nhât và giá trị nhỏ

nhất; lấy mọi giá trị trung gian giữa các giá tị nhỏ, lấn nhất đó.
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Ta kí hiệu, giá trị nhỏ nhất (GTNN), giá tị lớn nhất (GTLN) là

min
a≤x≤b

f = m; max
a≤x≤b

f = M

Từ đó có hệ quả:

Hệ quả. Nếu f (x) liên tục trên [a;b] thì:

Phương trình f (x) = 0 có nghiệm nếu f (a) f (b)< 0;a)

Phương trình f (x) = k có nghiệm khi min f ≤ k ≤ max f ;b)

Bất phương trình f (x)≥ k có nghiệm thì max f ≥ k;c)

Bất phương trình f (x)≥ k có nghiệm ∀x ∈ [a;b] khi min f ≥ kd)

4 Sự liên tục đều

Định nghĩa. Hàm f (x) là liên tục đều trong X nếu ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀u,∀v ∈ X thỏa mãn |u− v|< δ thì

| f (u)− f (v)|< ε .

Định lí . Cho một hàm số f liên tục trên đoạn [a;b] , khi đó f liên tục đều trên [a;b]

Ví dụ 2. Các hàm số sau đây có liên tục đều trên miền đã cho không?

y =
x

4− x2 ; −1 ≤ x ≤ 1a) y = lnx; 0 < x < 1b)

Lời giải

a)

Nhận xét: tập số thực D = [−1;1] là tập compact và hàm số y =
x

4− x2 liên tục trên tập D.

Do đó hàm số đã cho liên tục đều trên [−1;1].

b)

Xét 2 dãy số xn =
1

n+1
và yn =

1
2n+2

, dễ thấy 0 < xn,yn < 1 ∀n ∈ N∗

Ta có lim
n→+∞

|xn − yn|= lim
n→+∞

∣∣∣∣ 1
n+1

− 1
2n+2

∣∣∣∣= 0.

Khi đó lim
n→+∞

| f (xn)− f (yn)|= lim
n→+∞

∣∣∣∣ ln
1

n+1
− ln

1
2n+2

∣∣∣∣= ln2 ̸= 0.

Do đó hàm số đã cho không liên tục đều trên (0;1).

5 Điểm gián đoạn hàm số

5.1 Định nghĩa

Hàm số f (x) không liên tục tại điểm x0 được gọi là điểm gián đoạn tại điểm đó. Vậy x0 là điểm gián đoạn

của f (x) nếu:

(i) x0 không thuộc miền xác định của f (x) hoặc

(ii) x0 thuộc miền xác định của f (x) nhưng lim
x→x0

f (x) ̸= f (x0) hay không tồn tại lim
x→x0

f (x)
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5.2 Phân loại điểm gián đoạn

(i) Điểm gián đoạn bỏ loại I
Điểm x0 được gọi là điểm gián đoạn loại 1 của hàm số f nếu lim

x→x0+
f (x), lim

x→x0−
f (x) tồn tại hữu hạn.

Khi đó, nếu:

- lim
x→x0+

f (x) ̸= lim
x→x0−

f (x)

Thì

∣∣∣∣∣ lim
x→x+0

f (x)− lim
x→x−0

f (x)

∣∣∣∣∣ được gọi là bước nhảy của f tại x0.

- lim
x→x0+

f (x) = lim
x→x0−

f (x)

Thì x0 còn được gọi là điểm gián đoạn bỏ được của hàm số.

(ii) Điểm gián đoạn loại II
Điểm x0 được gọi là điểm gián đoạn loại 2 của hàm số f nếu ít nhất một trong hai giới hạn lim

x→x+0
f (x),

lim
x→x−0

f (x) không tồn tại hữu hạn hoặc không tồn tại.

Ví dụ 3. Tìm và phân loại điểm gián đoạn của hàm số y = arctan
1
x

Lời giải

+) Hàm số xác định khi x ̸= 0 → x = 0 là điểm gián đoạn của hàm số.

+) Xét các giới hạn:

lim
x→0+

arctan
1
x
=

π

2
(vì x → 0+ ⇒ 1

x
→+∞ ⇒ arctan

1
x
→ π

2
)

lim
x→0−

arctan
1
x
=

−π

2
(vì x → 0− ⇒ 1

x
→−∞ ⇒ arctan

1
x
→ −π

2
)

+) Hai giới hạn trên hữu hạn,
(

lim
x→0+

arctan
1
x
̸= lim

x→0−
arctan

1
x

)
nên x = 0 là điểm gián đoạn loại 1 của

hàm số đã cho.

Vậy x = 0 là điểm gián đoạn loại 1 của hàm số.

Ví dụ 4. Tìm và phân loại điểm gián đoạn của hàm số:

f (x) =

x+1, khi x ≤ 0

x2 −1, khi x > 0

Lời giải

*Ta có: x = 0 là điểm gián đoạn của hàm số vì:
lim

x→0+
f (x) = lim

x→0+
(x+1) = 1

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(x2 −1) =−1

⇒ không tồn tại lim
x→0

f (x)
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*Mà lim
x→0+

f (x) ̸= lim
x→0−

f (x)(1 ̸=−1)⇒ x = 0 là điểm gián đoạn loại 1.

Vậy x = 0 là điểm gián đoạn loại 1 của hàm số.

Ví dụ 5. Tìm và phân loại điểm gián đoạn của hàm số:

f (x) =


sinx

x
, khi x ̸= 0

0, khi x = 0

Lời giải

*Ta có: x = 0 là điểm gián đoạn của hàm số vì:lim
x→0

f (x) = lim
x→0

sinx
x

= 1

f (0) = 0
⇒ lim

x→0
f (x) ̸= f (0)

*Mà lim
x→0

f (x) = lim
x→0

sinx
x

= 1 ⇒ x = 0 là điểm gián đoạn loại 1 bỏ được.

Vậy x = 0 là điểm gián đoạn loại 1 bỏ được của hàm số.
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- Một vài ví dụ nhắc lại kiến thức buổi trước:

Ví dụ 1. Tìm a để hàm số liên tục tại x = 0 :

f(x) =


sin 2x+ tanx2 + x arcsinx

arctan 3x+ ln (1 + x2)
, x ̸= 0

a, x = 0
Lời giải:

Khi x → 0 thì:

sin 2x ∼ 2x;

tanx2 ∼ x2;

x arcsinx ∼ x2;

arctan 3x ∼ 3x;

ln(1 + x2) ∼ x2;

→sin 2x+ tan(x2) + x arcsinx ∼ 2x

arctan 3x+ ln(1 + x2) ∼ 3x

→lim
x→0

sin 2x+ tanx2 + x arcsinx

arctan 3x+ ln (1 + x2)
= lim

x→0

2x

3x
=

2

3
⇒ a =

2

3

Ví dụ 2. Tìm và phân loại điểm gián đoạn của hàm số f(x) =
x

x3 − 2x2 + x− 2

• x3 − 2x2 + x− 2 = 0 ⇔ x = 2 ⇒ hàm số đã cho gián đoạn tại x = 2

• lim
x→2+

x

x3 − 2x2 + x− 2
= lim

x→2+

x

(x− 2)(x2 + 1)
= +∞

• lim
x→2−

x

x3 − 2x2 + x− 2
= lim

x→2−

x

(x− 2)(x2 + 1)
= −∞

• Vậy x = 2 là điểm gián đoạn loại 2.

1 Đạo hàm - vi phân

1.1 Khái niệm đạo hàm

• Giới hạn, nếu có, của tỉ số lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
được gọi là đạo hàm của hàm f(x) tại x0

(Kí hiệu f ′(x0))

• lim
∆x→0+

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
được gọi là đạo hàm phải của hàm f(x) tại x0 nếu giới hạn tồn tại

(Kí hiệu f ′(x+
0 ))

• lim
∆x→0−

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
được gọi là đạo hàm trái của hàm f(x) tại x0 nếu giới hạn tồn tại

(Kí hiệu f ′(x−
0 ))

Kết luận:
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• Hàm số f(x) có đạo hàm tại điểm x0, khi và chỉ khi f ′(x+
0 ) = f ′(x−

0 )

• Nếu tồn tại f ′(x0) thì f(x) liên tục tại x0

Tính khả vi: Trong khuôn khổ hàm 1 biến số. Hàm số có đạo hàm tại x = x0 khi và chỉ khi nó khả vi tại

x = x0

Ví dụ 3. (GK - 20191) Cho y = |x− 1|. Xét tính khả vi tại x = 1.

Ta có:

+) lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

x− 1

x− 1
= 1

+) lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−

1− x

x− 1
= −1

Do vậy f không khả vi tại x = 1 .

Ví dụ 4. (GK - 20193) Cho hàm số f(x) =

 arctan

(
1

|x|

)
, x ̸= 0

π

2
, x = 0

Xét tính khả vi của hàm số tại x = 0

Ta có:

+) lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

arctan

(
1

x

)
− π

2

x
= lim

x→0+

1

1 +
1

x2

(
− 1

x2

)
1

= −1

+) lim
x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−

arctan

(
1

−x

)
− π

2

x
= lim

x→0−

1

1 +
1

(−x)2

(
1

x2

)
1

= 1

Do vậy f không khả vi tại 0 .

Ví dụ 5. (GK - 20181) Cho hàm số f(x) =

{
ln(x+ ex), x > 0

0, x = 0

Tính f ′
+(0)

Theo định nghĩa, ta có

f ′ (0+) = lim
∆x→0+

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0+

ln
(
e∆x +∆x

)
∆x

= lim
∆x→0+

ln(1 + ∆x)

∆x
= 1

1.2 Các phép toán

• (u± v)′(x0) = u′(x0)± v′(x0)

• (uv)′(x0) = u′(x0)v(x0) + u(x0)v
′(x0)

•
(u
v

)′
(x0) =

u′(x0)v(x0)− u(x0)v
′(x0)

v2(x0)
(v(x0) ̸= 0)



Hỗ trợ sinh viên Bách Khoa
CLB Hỗ Trợ Học Tập

1.3 Đạo hàm của hàm hợp, hàm ngược

• Hàm hợp: F = f ◦ u ⇒ F ′(x) = f ′(u(x))u′(x)

Ví dụ 6. Tính đạo hàm của y = ln(x+
√
x2 + 4)

• Hàm ngược:x = φ(y) có đạo hàm tại y0 và φ′(y0) ̸= 0

x = φ(y) có hàm ngược y = f(x) liên tục tại x0

⇒ f ′(x0) =
1

φ′(y0)

Ví dụ 7. Cho hàm số f(x) = x3 + 3x+ 5, có hàm ngược là g. Tính g′(9)

Ta có:

f(x0) = 9 ⇔ x0 = 1⇒ g′(9) =
1

f ′(1)
=

1

6

1.4 Vi phân và ứng dụng

• Vi phân: df(x) = f ′(x) dx

Ví dụ 8. Tìm vi phân của hàm số:

y = 2x2−3x+1
x2+x+1

a)

y = sinx cos x
2

b)

y = x sinx− cosxc)

Lời giải:

a) Ta có: y′ = f ′(x) =
(2x2 − 3x+ 1)

′
(x2 + x+ 1)− (x2 + x+ 1)

′
(2x2 − 3x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
=

5x2 + 2x− 4

(x2 + x+ 1)2

suy ra dy = f ′(x)dx =
5x2 + 2x− 4

(x2 + x+ 1)2
dx

b) Ta có: y′ =
(
sinx cos

x

2

)′
= (sinx)′ cos

x

2
+ sinx

(
cos

x

2

)′
= cosx · cos x

2
− 1

2
sinx. sin

x

2

Suy ra dy = y′.dx =

(
cosx · cos x

2
− 1

2
sinx. sin

x

2

)
dx.

c) Ta có: y′ = (x sinx− cosx)′ = (x sinx)′ − (cosx)′ = sinx+ x cosx+ sinx = 2 sin x+ x cosx.

Suy ra dy = y′.dx = (2 sin x+ x cosx)dx.

• Ứng dụng vi phân để tính gần đúng: f(x0 +∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x

Ví dụ 9. Tính gần đúng giá trị của các biểu thức:

√
16.25a) cos 30◦15′b)

4

√
2

2 + 0, 02
c)

Lời giải:
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a) Ta có
√
16, 25 =

√
16 + 0, 25. Xét hàm số f(x) =

√
x ⇒ f ′(x) =

1

2
√
x

Chọn x0 = 16 và ∆x = 0, 25, ta có f (x0 +∆x) ≈ f (x0) + f ′ (x0) ·∆x

⇒
√
16 + 0, 25 ≈

√
16 +

1

2
√
16

· 0, 25 = 4 + 0, 03125 = 4, 03125 ⇒
√
16 + 0, 25 ≈ 4, 0313

b) Ta có cos 30◦15′ = cos (30◦ + 15′) = cos
(π
6
+

π

720

)
Xét hàm số f(x) = cos x ⇒ f ′(x) = − sinx.

Chọn x0 =
π

6
và ∆x =

π

720
, ta có f (x0 +∆x) ≈ f (x0) + f ′ (x0) ·∆x.

⇒ cos
(π
6
+

π

720

)
≈ cos

π

6
− sin

π

6
· π

720
=

√
3

2
− π

1440
≈ 0, 8638

c) Xét f(x) = 4

√
2

2 + x
, x0 = 0,∆x = 0, 02

⇒ 4

√
2

2 + 0, 02
≈ f(0) + f ′(0)∆x

f(0) = 1, f ′(x) =
1

4
.
( 2

2 + x

)−3
4
.

−2

(2 + x)2

⇒ f ′(0) =
−1

8

⇒ 4

√
2

2 + 0.02
≈ 1− 1

8
.0, 02 = 0, 9975

1.5 Đạo hàm, vi phân cấp cao

a) Đạo hàm cấp cao

Đạo hàm, nếu có cấp n của f(x) kí hiệu là: f (n)(x)

Tính chất:

• (u± v)(n) = u(n) ± v(n)

• Công thức Leibniz: (u.v)(n) =
∑n

k=0C
k
n · u(n−k)v(k)

b) Đạo hàm cấp cao của một số hàm số cơ bản

• (xα)(n) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)xα−n

• [(1 + x)α](n) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1) · (1 + x)α−n

•
(

1

1 + x

)(n)

= (−1)(n) · n!

(1 + x)n+1

•
(

1

1− x

)(n)

=
n!

(1− x)n+1

• (sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
• (cosx)(n) = cos

(
x+

nπ

2

)
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• (ax)(n) = ax · (ln a)n

• (lnx)(n) = (−1)n−1 · (n− 1)!

xn

c) Vi phân cấp cao

Biểu thức của vi phân cấp cao:

Nếu x là biến số độc lập thì

dnf(x) = f (n)(x)dxn.

Vi phân cấp cao không có tính chất bất biến đối với hàm hợp

Ví dụ 10. Tính đạo hàm

a) f (50)(x) với f(x) = (2x2 + x+ 1) e5x+2

b) f (100)(x) vói f(x) = x2 cosx

c) f (5)(x) với f(x) = ln (2x2 − x)

Giải. Ta có:

f (50)(x) =
50∑
k=0

Ck
50 (2x

2 + x+ 1)
(k)

(e5x+2)
(50−k)

= 550 (2x2 + x+ 1) e5x+2 + 50.(4x+ 1).549.e5x+2 + 1225.4.548e5x+2

b) f (100)(x) với f(x) = x2 cosx

Giải. Ta có:

f (100)(x) =
100∑
k=0

Ck
100 (x

2)
(k)

(cosx)(100−k)

= x2 cos

(
x+

100π

2

)
+ 100.2x. cos

(
x+

99π

2

)
+ 4950.2. cos

(
x+

98π

2

)
= x2 cosx+ 200x sinx− 9900 cos x

c) f (5)(x) với f(x) = ln (2x2 − x)

Ta có :

f ′(x) =
4x− 1

2x2 − x
=

2

2x− 1
+

1

x

f (5)(x) =

(
2

2x− 1
+

1

x

)(4)

= 2.
24 · (−1)4 · 4!
(2x− 1)5

+ (−1)4 · 4!
x5

= 24

(
32

(2x− 1)5
+

1

x5

)
Ví dụ 11. Tính các đạo hàm sau tại các điểm cho trước:

a) f(x) = 1+x√
1−x

· Tính f (100)(0)

b) y = arcsinx. Tính y(99)(0)

Lời giải
a) f(x) =

1 + x√
1− x

. Tính f (100)(0)

Giải. Ta có
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f(x) =
1 + x√
1− x

=
2− (1− x)√

1− x
= 2(1− x)−

1
2 − (1− x)

1
2

f (100)(x) = 2

[
(−1)100

(
−1

2

)(
−1

2
− 1

)
. . .

(
−1

2
− 99

)
(1− x)−

1
2
−100

]
−

[
(−1)100

(
1

2

)(
1

2
− 1

)
. . .

(
1

2
− 99

)
(1− x)

1
2
−100

]
=

3.5 . . . 199

299
(1− x)−

201
2 +

3.5 . . . 197

2100
(1− x)

197
2

Do đó f (100)(0) =
3.5 . . . 197

2100
(199.2 + 1) = 399

(197)!!

2100
, trong đó

(2n+ 1)!! = (2n+ 1)(2n− 1) . . . 5.3.1; (2n)!! = 2n(2n− 2) . . . 6.4.2

b) y = arcsinx. Tính y(99)(0) Ta có:

y′ =
1√

1− x2
⇒ (1− x2) y′ =

√
1− x2

⇒ −2xy′ + (1− x2) y′′ = − x√
1− x2

= −xy′

⇔ (1− x2) y′′ − xy′ = 0

Do đó ((1− x2) y′′ − xy′)
(n)

= 0 và

(1− x2) y(n+2)(x)− n.2x.y(n+1)(x)− n(n− 1)y(n)(x)− xy(n+1)(x)− ny(n)(x) = 0

⇒ y(n+2)(0) = n2y(n)(0) ⇒ y(99)(0) = 972y(97)(0) = . . . = (97.95 . . . 3.1)2y′(0) = (97!!)2

2 Các định lý về hàm khả vi và ứng dụng

2.1 Các định lý về hàm khả vi

Định lý 7.1 (Định lý Fermat) .

Cho f(x) liên tục trên khoảng (a, b), nếu hàm số đạt cực trị tại điểm x0 ∈ (a, b) và có đạo hàm tại x0 thì

f ′ (x0) = 0.

Định lý 7.2 (Định lý Rolle).

Nếu hàm số f(x) :

i) Liên tục trong khoảng đóng [a, b],

ii) Có đạo hàm trong khoảng mở (a, b),

iii) thỏa mãn điều kiện f(a) = f(b),

thì tồn tại ít nhất một điểm c ∈ (a, b) sao cho f ′(c) = 0.

Định lý 7.3 (Định lý Lagrange).

Nếu hàm số f(x) :

i) Liên tục trong khoảng đóng [a, b],
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ii) Có đạo hàm trong khoảng mở (a, b),

thì tồn tại ít nhất một điểm c ∈ (a, b) sao cho f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Định lý 7.4 (Định lý Cauchy).

Nếu các hàm số f(x), g(x) thỏa mãn các điều kiên:

i) Liên tục trong khoảng đóng [a, b],

ii) Có đạo hàm trong khoảng mở (a, b),

iii) g′(x) không triệt tiêu trong khoảng mở (a, b)

thì tồn tại ít nhất một điểm c ∈ (a, b) sao cho

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

2.2 Quy tắc L’Hospital

Giới hạn I = lim
x→x0

f(x)

g(x)
ở dạng vô định

0

0
hoặc

∞
∞

.

Giả sử 2 hàm số f(x), g(x) có đạo hàm, g′(x) ̸= 0 ∀x ∈ (a; b) \ x0 với x0 ∈ (a; b).

Nếu ∃ lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
= L thì lim

x→x)

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
= L

Ví dụ 12. Tính các giới hạn sau:

a) L= lim
x→0

tanx− x

x− sinx

(
0

0

)

L1= lim
x→0

(tanx− x)′

(x− sinx)′
= lim

x→0

1

cos2 x
− 1

1− cosx
= lim

x→0

1− cos2 x

(1− cosx) cos2 x
= lim

x→0

(1− cosx)(1 + cos x)

(1− cosx) cos2 x

= lim
x→0

1 + cos x

cos2 x
= 2

Áp dụng quy tắc L’Hospital: L = L1 = 2

b) L = lim
x→1

lnx

x2 − 1

(
0

0

)

L1= lim
x→1

(lnx)′

(x2 − 1)2
= lim

x→1

1

x
2x

=
1

2

Áp dụng quy tắc L’Hospital: L = L1 =
1

2

Chú ý 1. Trong 1 số tình huống, nên kết hợp việc thay thế các VCB, VCL tương đương với quy tắc

L’Hospital

Ví dụ 13. Tính I = lim
x→0

x− sinx

(etanx − 1) arcsinx ln(1 + sin x)
Khi x → 0: etanx − 1 ∼ tanx ∼ x

arcsinx ∼ x

ln(1 + sin x) ∼ sinx ∼ x

→ I =
x− sinx

x3
có dạng

0

0
.

I1 = lim
x→0

(x− sinx)′

(x3)′
= lim

x→0

1− cosx

3x2
= lim

x→0

1
2
x2

3x2
=

1

6
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Áp dụng quy tắc L’Hospital: I = I1 =
1

6

Chú ý 2. Đối với các dạng vô định còn lại, vẫn dùng được quy tắc L’Hospital bằng cách đưa về các dạng
0

0
hoặc

∞
∞

Ví dụ 14. Tính I = lim
x→0

(
1

ex − 1
− 1

x

)
.

Ta có: I = lim
x→0

1 + x− ex

x(ex − 1)
= lim

x→0

1 + x− ex

x2
(Do ex − 1 ∼ x(x → 0)) có dạng

0

0

I1 = lim
x→0

(1 + x− ex)′

(x2)′
= lim

x→0

1− ex

2x
=

−1

2
(Do ex − 1 ∼ x(x → 0))

Theo quy tắc L’ Hospiatl: I = I1 =
−1

2

Chú ý 3. Có thể áp dụng nhiều lần quy tắc L’Hospital

Ví dụ 15. Tính I = lim
x→0

(1 + x2)
1

ex−1−x (1∞)

Ta có: lim
x→0

(1 + x2)
1

ex−1−x = e
lim
x→0

ln(1+x2) 1
ex−1−x J = lim

x→0
ln(1 + x2) 1

ex−1−x
có dạng

0

0
.

J1 = lim
x→0

(ln(1 + x2))′

(ex − 1− x)′
= lim

x→0

2x

(ex − 1)(1 + x2)
có dạng

0

0

J2 = lim
x→0

(2x)′

((ex − 1)(1 + x2))′
= lim

x→0

2

ex(1 + x2) + (ex − 1)2x
= 2.

Theo quy tắc L’Hospital, ta có J = J1 = J2 = 2.

Nên I = e2

2.3 Công thức khai triển Taylor, Maclaurin

• Công thức Taylor: f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n + o[(x− x0)
n]

• Công thức Maclaurin: f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+ ...+

f (n)(0)

n!
xn + o(xn)

• Một số khai triển Maclaurin thường gặp:

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ o(xn)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ ...+

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+1)

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ ...+

(−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n)

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + ...+ xn + o(xn)

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + ...+ (−1)nxn + o(xn)

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ ...+ (−1)n+1x

n

n
+ o(xn)

tan(x) = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + o(x5)

Ví dụ 16. Viết khai triển Maclaurin đến cấp 3 cho hàm số f(x) = x+2
x2−3x−4
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Giải

Khai triển Maclaurin của f(x) tới x3 là

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + o

(
x3
)

Biến đổi f(x) = −1
5
· 1
x+1

+ 6
5
· 1
x−4

rồi sử dụng công thức

(
1

x+ a

)(n)
∣∣∣∣∣
x=0

=
(−1)nn!

(x+ a)n+1

∣∣∣∣
x=0

=
(−1)nn!

an+1

Khi đó ta được f(x) = −1
2
+ x

8
− 7x2

12
+ 25x3

128
+ o (x3)

Ví dụ 17. Tìm các giới hạn sau:

lim
x→0

x3 + x4

x− sinx
a)

lim
x→0

esinx − 1− x− x2

2
arcsinx2 ln(1 + x2)

b)

lim
x→0

(
tanx

x

) 1
x2

c)

lim
x→0

1−
√
1 + x4 cosx

x3 arctan(x5)
d)
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KHẢO SÁT HÀM SỐ

1 Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số y = f(x)

Sơ đồ khảo sát:

• Tìm TXĐ của hàm số, nhận xét tính chẵn, lẻ, tính tuần hoàn của hàm số (nếu có).

• Xác định chiều biến thiên (tính đơn điệu)

• Tìm cực trị (nếu có)

• Xét tính lồi, lõm và các điểm uốn

Giả sử hàm số f có đạo hàm cấp hai f ′′(x) trên (a, b). Khi đó, f lồi trên (a, b) khi và chỉ khi

f ′′(x) ≥ 0,∀x ∈ (a, b). Hàm số f được gọi là hàm số lõm nếu −f là hàm số lồi

• Tìm các tiệm cận của hàm số Ta bổ sung khái niệm tiệm cận xiên:

Đường thẳng y = ax+ b, a ̸= 0 được gọi là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số f nếu:

lim
x→+∞

(f(x)− ax− b) = 0 hoặc lim
x→−∞

(f(x)− ax− b) = 0

Khi đó, các hệ số a, b được tính theo công thức:

a = lim
x→+∞

f(x)
x

b = lim
x→+∞

[f(x)− ax]

hoặc

a = lim
x→−∞

f(x)
x

b = lim
x→−∞

[f(x)− ax]

• Lập bảng biến thiên

• Tìm một số điểm đặc biệt mà hàm số đi qua (ví dụ như giao điểm với các trục toạ độ...) và vẽ đồ

thị của hàm số.

2 Khảo sát và vẽ đường cong cho dưới dạng tham số

Giả sử cần khảo sát và vẽ đường cong cho dưới dạng tham số

x = x(t)

y = y(t)

• Tìm TXĐ, nhận xét tính chẵn lẻ, tuần hoàn của các hàm số x(t), y(t) (nếu có)

• Xác định chiều biến thiên của các hàm số x(t), y(t) theo biến t bằng cách xét dấu các đạo hàm của

nó.

• Tìm các tiệm cận của đường cong:

- Tiệm cận đứng: Nếu lim
t→t0(∞)

y(t) = ∞ và lim
t→t0(∞)

x(t) = x0 thì x = x0 là một tiệm cận đứng

của đường cong
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- Tiệm cận ngang: Nếu lim
t→t0(∞)

x(t) = ∞ và lim
t→t0(∞)

y(t) = y0 thì y = y0 là một đường tiệm

cận ngang của đường cong

- Tiệm cận xiên: Nếu lim
t→t0(∞)

y(t) = ∞ và lim
t→t0(∞)

x(t) = ∞ thì đường cong có thể có tiệm

cận xiên. Nếu:

a = lim
t→t0(∞)

y(t)

x(t)
, b = lim

t→t0(∞)
[y(t)− ax(t)]

thì y = ax+ b là một tiệm cận xiên của đồ thị hàm số.

• Để vẽ đường cong được chính xác hơn, ta xác định tiếp tuyến của đường cong tại các điểm đặc

biệt. Hệ số góc của tiếp tuyến đường cong tại mỗi điểm bằng

dy

dx
=

y′t
x′
t

Ngoài ra có thể khảo sát tính lồi lõm và điểm uốn bằng cách tính đạo hàm cấp hai

d2y

dx2
=

d(
y′t
x′
t
)

dx
=

y′′t x
′
t − y′tx”t

x′3
t

• Xác định một số điểm đặc biệt mà đồ thị đi qua và vẽ đồ thị hàm số

3 Khảo sát và vẽ đường cong trong hệ toạ độ cực

• Trong mặt phẳng, chọn 1 điểm O cố định làm gốc cực và một tia Ox là trục cực. Vị trí của mỗi

điểm M trong mặt phẳng được xác định bởi vector O⃗M . Gọi r = |O⃗M | ≥ 0 là bán kính cực và

góc φ = (Ox, O⃗M) ∈ [0, 2π) là góc cực. Cặp số (r, φ) được gọi là toạ độ cực của điểm M

→ Toạ độ cực suy rộng: Ta mở rộng toạ độ cực cho trường hợp r ∈ R,φ ∈ R. Với φ ∈ R thì ta hiểu

đây là góc lượng giác, còn nếu r < 0 thì ta xác định điểm M(r, φ) trùng với điểm M(−r, φ+ π)

• Trong hệ trục toạ độ Đề - các vuông góc. Một điểm M trong mặt phẳng sẽ có toạ độ Đề - các

M(x, y) và toạ độ cực M(r, φ). Công thức liên hệ giữa hai toạ độ là:

x = r cosφ

y = r sinφ

r =
√

x2 + y2

tanφ =
y

x
(x ̸= 0)

Ví dụ 1: Tìm tiện cận của các đường cong sau
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y = 3
√
1 + x3a)

y = ln (1 + e−x)b)

y =
x3 arccotx

1 + x2
c)

x = 2t− t2

y =
2016t2

1− t3
d)

{
x = t

y = t+ 2arctan t
e)

Lời giải:

a) y = 3
√
1 + x3

TXĐ = R ⇒ Hàm số đã cho không có tiệm cận đứng.
Ta có:

+) lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

3
√
1 + x3

x
= lim

x→+∞

x

x
= 1

⇒ Xét: lim
x→+∞

(y − x) = lim
x→+∞

3
√
1 + x3 − x = lim

x→+∞

1(
3
√
1 + x3

)2
+ x 3

√
1 + x3 + x2

= 0

⇒ Hàm số đã cho có một tiệm cận xiên là: y = x

+) lim
x→−∞

y

x
= lim

x→−∞

3
√
1 + x3

x
= lim

x→−∞

x

x
= 1

⇒ Xét: lim
x→−∞

(y − x) = lim
x→−∞

3
√
1 + x3 − x = lim

x→−∞

1(
3
√
1 + x3

)2
+ x 3

√
1 + x3 + x2

= 0

⇒ Hàm số đã cho có một tiệm cận xiên là: y = x (đã có)

Vậy hàm số đã cho có 1 tiệm cận xiên là y = x.

b) y = ln (1 + e−x)
TXĐ = R ⇒ Hàm số đã cho không có tiệm cận đứng.
Ta có:

+) lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

ln (1 + e−x))

x
= lim

x→+∞

e−x

x
= 0

⇒ Xét: lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

ln
(
1 + e−x

)
= lim

x→+∞
e−x = 0

⇒ Hàm số đã cho có một tiệm cận ngang là: y = 0

+) lim
x→−∞

y

x
= lim

x→−∞

ln (1 + e−x))

x
= L

Xét L1 = lim
x→−∞

(ln (1 + e−x))
′

(x)′
= lim

x→−∞

−e−x

1 + e−x
= lim

x→−∞

−1

ex + 1
= −1

⇒ Theo quy tắc L’Hospital, L = L1 = −1
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⇒ Xét: lim
x→−∞

(y + x) = lim
x→−∞

(
ln
(
1 + e−x

)
+ x

)
= lim

x→−∞
ln (ex + 1) = 0

⇒ Hàm số đã cho có một tiệm cận xiên là: y = −x

Vậy hàm số đã cho có 1 tiệm cận ngang y = 0 và một tiệm cận xiên y = −x

c) y =
x3 arccotx

1 + x2

TXĐ = R ⇒ Hàm số đã cho không có tiệm cận đứng.
Ta có:

+) lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

x2 arccotx

1 + x2
= lim

x→+∞

x2

1 + x2
arccotx = 1 · 0 = 0

⇒ Xét: lim
x→+∞

y = lim
x→+∞

x3 arccotx

1 + x2
= lim

x→+∞

x3 arctan
1

x
1 + x2

= lim
x→+∞

x2

1 + x2
= 1

⇒ Hàm số đã cho có một tiệm cận ngang là: y = 1

+) lim
x→−∞

y

x
= lim

x→−∞

x2 arccotx

1 + x2
= lim

x→−∞

x2

1 + x2
arccotx = 1 · π = π

⇒ Xét: lim
x→−∞

(y − πx) = lim
x→−∞

x3 arccotx

1 + x2
− πx = lim

x→−∞

x3(π − arctan
1

x
− π)− πx

1 + x2

= lim
x→−∞

−x2 − πx

1 + x2
= −1

⇒ Hàm số đã cho có một tiệm cận xiên là: y = πx− 1

Vậy hàm số đã cho có 1 tiệm cận ngang y = 1 và một tiệm cận xiên y = πx− 1

d)

x = 2t− t2

y =
2016t2

1− t3
ĐKXĐ: 1− t3 ̸= 0 ⇒ t ̸= 1
Ta có:

+) lim
t→1

x = lim
t→1

(2t− t2) = 1, lim
t→1

y = lim
t→1

2016t2

1− t3
= ∞

⇒ Hàm số có 1 tiệm cận đứng: x = 1

+) lim
t→+∞

x = lim
t→+∞

(2t− t2) = −∞, lim
t→+∞

y = lim
t→+∞

2016t2

1− t3
= lim

t→+∞

2016
1

t
− t

= 0

⇒ Hàm số có 1 tiệm cận ngang: y = 0

+) lim
t→−∞

x = lim
t→∞

(2t− t2) = −∞, lim
t→−∞

y = lim
t→−∞

2016t2

1− t3
= lim

t→−∞

2016
1

t
− t

= 0

⇒ Hàm số có 1 tiệm cận ngang: y = 0 (đã có)

Vậy hàm số đã cho có 1 tiệm cận đứng x = 1 và một tiệm cận ngang y = 0
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e)

{
x = t

y = t+ 2arctan t

ĐKXĐ: t ∈ R
Ta có:

+) lim
t→+∞

x = lim
t→+∞

t = +∞, lim
t→+∞

y = lim
t→+∞

(t+ 2arctan t) = +∞

⇒ Xét lim
t→+∞

y

x
= lim

t→+∞

t+ arctan t

t
= 1

⇒ Xét lim
t→+∞

(y − x) = lim
t→+∞

(t+ arctan t− t) = lim
t→+∞

arctan t =
π

2

⇒ Hàm số có 1 tiệm cận xiên: y = x+
π

2

+) lim
t→−∞

x = lim
t→−∞

t = −∞, lim
t→−∞

y = lim
t→−∞

(t+ 2arctan t) = −∞

⇒ Xét lim
t→−∞

y

x
= lim

t→−∞

t+ arctan t

t
= 1

⇒ Xét lim
t→−∞

(y − x) = lim
t→−∞

(t+ arctan t− t) = lim
t→−∞

arctan t = −π

2

⇒ Hàm số có 1 tiệm cận xiên: y = x− π

2

Vậy hàm số đã cho có 2 tiệm cận xiên là y = x+
π

2
và y = x− π

2

Ví dụ 2: Khảo sát các hàm số, đường cong sau

y = e
1
x
−xa)

y = 3
√
x3 − x2 − x+ 1b)


x =

2t

1− t2

y =
t2

1 + t

c)

{
x = 2t− t2

y = 3t− t3
d)

r = a+ b cosφ, (0 < a ≤ b)e)

r = a sin 3φ, (a > 0)f)

Lời giải:

a) y = e
1
x
−x

1) TXĐ = R \ {0}
Hàm số không chẵn, không lẻ, không tuần hoàn.
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2) Xét y′ =
(
− 1

x2
− 1

)
e

1
x
−x = −

(
1

x2
+ 1

)
e

1
x
−x < 0∀x ∈ TXĐ.

⇒ Bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ 0 +∞

− −

+∞+∞

0

+∞

00

Hàm số không có cực trị và nghịch biến trên (−∞; 0) và (0;∞).

3) Hàm số có 1 tiệm cận đứng x = 0 và 1 tiệm cận ngang y = 0, không có tiệm cận xiên.

4) Bảng giá trị:
x −2 −1 1 2

y e
3
2 1 1 e−

3
2

5) Đồ thị hàm số:

0 x

y

−2 −1 1 2

1

2

3

4

y = e
1
x
−x

b) y = 3
√
x3 − x2 − x+ 1

1) TXĐ = R
Hàm số không chẵn, không lẻ, không tuần hoàn.

2) Xét y′ =
3x2 − 2x− 1

3
(

3
√
x3 − x2 − x+ 1

)2
⇒ y′ không xác định ⇔ x = 1 ∨ x = −1. y′ = 0 ⇔ x = −1

3
.
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⇒ Bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ −1 −1

3
1 +∞

− + 0 − +

+∞+∞

00

3

√
32

27
3

√
32

27

00

+∞+∞

Hàm số có 3 điểm cực trị gồm 2 cực tiểu là x = −1 và x = 1 và 1 cực đại là x = −1

3

Hàm số nghịch biến trên (−∞;−1) và
(
−1

3
; 1

)
và đồng biến trên

(
−1;−1

3

)
và (1;∞).

3) Hàm số không có tiệm cận ngang và tiệm cận đứng.

Xét: lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

3
√
x3 − x2 − x+ 1

x
= 1

Xét: lim
x→∞

(y − x) = lim
x→∞

(
3
√
x3 − x2 − x+ 1− x

)
= lim

x→∞

−x2 − x+ 1(
3
√
x3 − x2 − x+ 1

)2
+ x

(
3
√
x3 − x2 − x+ 1

)
x+ x2

= −1

3

⇒ Hàm số có 1 tiệm cận xiên là y = x− 1

3
.

Tương tự khi x → −∞, ta được 1 tiệm cận xiên là: y = x− 1

3
.

Vậy hàm số có 1 tiệm cận xiên là y = x− 1

3

4) Xét phương trình y = 0 ⇒ Đồ thị hàm số cắt Ox tại 2 điểm (−1; 0) và (1; 0)
Đồ thị hàm số cắt Oy tại điểm (0; 1)
Bảng giá trị:
x −2 −1 0 1 2

y − 3
√
9 0 1 0 3

√
3

5) Đồ thị hàm số:
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0 x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

y = 3
√
x3 − x2 − x+ 1

y = x− 1

3

c) y =
x− 2√
x2 + 1

1) TXĐ = R
Hàm số không chẵn, không lẻ, không tuần hoàn.

2) Xét y′ =
2x+ 1

x2 + 1

⇒ y′ = 0 ⇔ x = −1

2
.

⇒ Bảng biến thiên:

x

y′

y

−∞ −1

2
+∞

− 0 −

−1−1

−
√
5−

√
5

11

Hàm số có 1 điểm cực tiểu là x = −1

2
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Hàm số nghịch biến trên
(
−∞;−1

2

)
và đồng biến trên

(
−1

2
;∞

)
.

3) Xét y′′ = 0 ⇒ −2x2 − 2x+ 2

(x2 + 1)2
= 0 ⇒ −2x2 − 2x+ 2 = 0

⇒ x =
−1±

√
5

2
(Đều là nghiệm đơn)

⇒ Đồ thị hàm số có 2 điểm uốn ứng với x =
−1±

√
5

2

4) Hàm số không có tiệm cận đứng, tiệm cận xiên và có 2 tiệm cận ngang là y = 1 và y = −1.

5) Xét phương trình y = 0 ⇒ Đồ thị hàm số cắt Ox tại 1 điểm (2; 0)
Đồ thị hàm số cắt Oy tại điểm (0;−2)
Bảng giá trị:
x −2 −1 0 1 2

y −4
√
5

5
−3

√
2

2
−2 −

√
2

2
0

6) Đồ thị hàm số:

0 x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

y =
x− 2√
x2 + 1

y = 1

y = −1

d)

{
x = 2t− t2

y = 3t− t3

1) ĐKXĐ: t ∈ R \ {−1; 1}
Hàm số x(t) không chẵn, không lẻ, không tuần hoàn.
Hàm số y(t) là hàm lẻ.

2) • Xét x′
t = 2− 2t

⇒ x′
t = 0 ⇔ t = 1.

⇒ Bảng biến thiên:
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t

x′
t

x

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−∞−∞ 11 −∞−∞
Hàm số x(t) đồng biến trên (−∞; 1) và nghịch biến trên (1;∞).

• Xét y′t = 3− 3t2

⇒ y′t = 0 ⇔ t = ±1.
⇒ Bảng biến thiên:

t

y′t

y

−∞ −1 1 +∞

− 0 + 0 −

∞∞

−2−2

22

−∞−∞
Hàm số y(t) đồng biến trên (−1; 1) và nghịch biến trên (−∞;−1), (1;∞).

3) Từ bảng biến thiên, đồ thị không có tiệm cận đứng và tiệm cận ngang

Xét lim
t→±∞

y

x
= lim

t→±∞

3t− t3

2t− t2
= ∞

Vậy đồ thị không có tiệm cận xiên

4) Xét phương trình y = 0 ⇒ t = 0∨t = ±
√
3. Đồ thị hàm số cắt Ox tại 1 điểm (0; 0), (0;

√
3), (0;−

√
3)

Xét phương trình x = 0 ⇒ t = 0 ∨ t = 2 Đồ thị hàm số cắt Oy tại điểm (0; 0), (2; 0)
Bảng giá trị:
t −2 −1 0 1 2

x −8 −3 0 1 0

y −2 −2 0 2 −2

5) Đồ thị hàm số:
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0 x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

{
x = 2t− t2

y = 3t− t3

e) r = a+ b cosφ, (0 < a ≤ b)

1) TXĐ = R
Hàm số chẵn, tuần hoàn với chu kì 2π ⇒ Xét hàm số trên [0; 2π].

2) Xét r′φ = −b sinφ
⇒ r′ = 0 ⇔ φ = kπ (với k ∈ Z).
⇒ Bảng biến thiên trên [0; 2π]:

φ

r′

r

0 π 2π

− 0 +

a+ ba+ b
a− ba− b

a+ ba+ b

3) Do a− b ≤ r ≤ a+ b nên hàm số không có tiệm cận.

4) Xét y = r sinφ = 0 ⇒ φ = kπ ∨ φ = arccos
−a

b
+ k2π (k ∈ Z) Đồ thị hàm số cắt Ox tại nhiều

nhất 3 điểm (0; 0), (a+ b; 0), (b− a; 0)

Xét x = r cosφ = 0 ⇒ φ =
π

2
+ kπ ∨ φ = arccos

−a

b
+ k2π (k ∈ Z) Đồ thị hàm số cắt Oy tại 3

điểm (0; 0), (0; a), (0;−a)
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Bảng giá trị:

φ 0
π

3

π

2

2π

3
π

r a+ b a+
b

2
a a− b

2
a− b

5) Đồ thị hàm số:

0 x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

r = 1 + 2 cosφ

f) r = a sin 3φ, (a > 0)

1) TXĐ = R
Hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kì

2π

3
⇒ Xét hàm số trên [−π

3
;
π

3
].

2) Xét r′φ = 3a cos 3φ

⇒ r′ = 0 ⇔ φ =
π

6
+ k

π

3
(với k ∈ Z).

⇒ Bảng biến thiên trên [−π

3
;
π

3
]:

φ

r′

r

−π

3
−π

6

π

6

π

3

− 0 + 0 −

00 −1−1
11

00

3) Do −a ≤ r ≤ a nên hàm số không có tiệm cận.

4) Xét y = r sinφ = 0 ⇒ φ = kπ ∨ φ = k
π

3
(k ∈ Z) Đồ thị hàm số cắt Ox tại 1 điểm (0; 0)

Xét x = r cosφ = 0 ⇒ φ =
π

2
+ kπ ∨ φ = k

π

3
(k ∈ Z) Đồ thị hàm số cắt Oy tại 2 điểm

(0; 0), (0;−a)

5) Đồ thị hàm số:
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0 x

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

r = 3 sin 3φ


